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摘要 本文研 究 了十字叠层 板横向剪切 刚度 系数的计算方 法 指 出前人采用的
横向剪应 力为抛物线分布的假设不够准确 , 使 , 的计 算值产生误差 。 本文首先 推导
了横 向剪应 力沿 厚度分布的计算公式 , 然后 用幕级数拟合 了近似权 函数 , 用权 函数 法
和能量 法衬两种铺 层结构 的碳 环氧十 字叠层板的 , , 进行 了计算 衬比 了两种方法
的结 果 , 并与文献芝 〕的方法作 了讨比 结 果表明 , 甘于讨称 层板 本文权函数 法 与
文旅 均络 果基友 一致 而 讨于非村称 叠层板 , 、二者差别明显 能量 法结 果 与 权
函数 法付比 , 前者 更精确 。
关键词 十 字交 层板 , 权 函数法 , 横 向剪切 刚度
。
一 、 前
一 确
曰
树脂基纤维复合材料横向剪切模量 比沿纤维方向的拉伸模量小得多 对于常用复合材料
来说 , 比 。大 、 倍
,
因此 , 在研究由这类材料构成的叠层板的弯曲
、
屈 曲和振 动
问题时 , 需考虑横向剪切变形的影响
。
由于叠层板中各层的刚度性能差别很大 , 横向剪应力沿厚度分布为分段光滑函数 , 且分
布形式因铺层结构不同而有巨大差异 所以 , 确定横向剪切刚度的问题 , 亦即均质板的横向
剪切修正系数的问题 , 引起不少人的兴趣〔‘〕〔 〕〔 〕
等人〔‘〕不管层间材料性质不连续性造成的剪应力分布的分段光滑的特性 , 以 及
非对称铺层造成的剪灾力曲线非对称的特性 , 假定剪应 力为抛物线型分布
。
对剪应力乘上权
函数 ,
‘ · , 一备〔‘一 命
’
然后沿板厚积分 , 通过剪力合力等效原则得到了计算剪切刚度系数的近似公式
一备加专小一 一夸丝袭匕
本文 年 月收到
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其中 与 的物理意义请参看图
。
不难看出 , 权函数 对 称 于 。坐 标 面 , 并且满足 在 叠 层 上 下 表 面 , 即
十 鱼
一
, 剪应力为零的条件 。 通过简单地积分运算可 以证明 , 权函数 在剪力合力等效意 义
下符合均匀材料矩形截面梁剪切刚度修正因子等于粤的结论
。
文献〔 〕在处理复合材料 叠 层
板间题时也采用了这个结果
与文献〔均相似 , 文 〔 〕也假定了剪应力为抛物线分布 , 提 出权函数
‘ · ,一音‘一券么一 普一
。 么
〕
、 一一 ,
,
、 、 , 、 , 、 、 、 , , , 一 , 一 一
、。 , 一 、 二 、 , 、 , 人 , 、 ,
出 田 田 翔 , 一 二 , 肌 以我气 匀 妙 乙左别仪住丁杀双小 回
。
又献以 术用笨邢 寺 双‘
原则导出了计算 主居的公式 可 以证明 , 在余能等效意义下 的系数冬也符合矩 形 梁 剪
乙
切修正因子为普的结论
。
由于文献〔均和〔 〕都预先假定了
剪应力为抛物线型分布 , 这个假设往
往与实际情况的差别甚大 , 显然会造
成可观的误差 。 而这个误差 的大小又
难以估计
。
本文放弃对剪切应力分布
作假定 , 拟合接近实际剪 应 力 分 布
的权函数来计算剪切刚度 , 因此可 以
认为此法较精确
。
此外 , 本文探讨了
计算 , 的能量法 。 以 十 字 叠 层 板
一 为 对 象 , 图 叠层板几何与坐标示意 图
叙述了这两种确定 , , 的计算方法 , 并以计算结果
一
与文 〔 〕的方法进行了对比
。
二
、
横向剪应力分布
由于 一 与 一 这两个方向上剪切刚度系数的计算方法完全相 同 , 这里只讨论 一 方向上
的剪切刚度系数就足够了
。
考虑图 所示的十字叠层板的悬臂弯曲间题 。 因为是柱面弯曲变形 , 对于任意一层我们
有如下平衡方程
口 类
夕
, 口吐
气 ,
—
二
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一
‘ 叫 , , ‘
一一一
, 叫卜 , , 呼 ‘ ‘
一一于是 , 横向剪应力 二 ‘ 的分布可以通过积分上式而得到
。 对于第 层 , 二孟, 沿厚度分 布 公 式
为
孟‘
一豁 一
。 ·《声口
一
二 二 沿其他各层厚度的分布为 当 , 《 时
此类 一
口 孟」 ‘ 类
一下二 乙 , , 一 二 一盖 ,
蕊 一 二
另外 , 二 可根据叠层板广义虎克定律由应变和 曲率得出
“ 二 〔口〕“ 以 。。 〕
其中哎。 为应力向量 , “ 为中面应变向量 , 为曲率向量 , 它们的表达式分别为
、、吠
谧
欢
· 、。 一
。今
厂
, 左 一 、“‘
二
几、、
一
它们与内力哎万 和内力矩 河 的关系为〔 〕
,
, 产
一必
‘
盆」
了
其中
、少刃万
、
、了
」
刃刀一沙护、
刃
将式 代入式 , 然后对它的第一行求偏导数 , 求得豁的表达式 考虑到结构的对称
性和正交性 , 我们有
刃 二
日 一
口歹 ,
口二
口刃 二
口
二一 。 , 擎一嘿竺 一 。
, 而擎一
二
口 口
于是 , 得出
份一 。、 。、 。、
‘ · · 。、又 、 “‘ 、 “、 、。 ·
、、产、一自,‘矛叮、
、‘‘
‘、
引入记号
刀互 奋悦 口生 口
气, 口专
式 可以简写成
口专 下 口
气
生。 ‘
口 类 怪, 专 二
办
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将上式代入式
,
与式 , 合并成一式为
轰二 一 ””
· ”, · · 一 ”” · ”‘ , · ·
对于第一层上式中的第一项等于零
由式 可知 , 剪应力 二 二 分布不仅依赖于坐标 , 也依赖于叠层板的刚度分布
。
除单
层板或相同单层材料平行铺设的多层板剪应力分布为光滑抛物线分布外 , 绝大多数叠层板的
剪应力为分段光滑 曲线 , 并非抛物线分布 对于非对称叠层板 , 剪应力 二 乙 不对称于几 何 中
面 。
三
、
权函数的确定
已知剪应力分布后就可确定剪切刚度系数 为此须首先确定权函数 。 由于剪应力为分段
光滑曲线 , 不可能用简单函数来描述
。
多数情况下需用多项式拟合 , 拟合方法如下
令真实的剪应力函数为 二 用多项式逼近的近似剪应力函数为 昊
。 根据最小二
乘法 , 我们可 以给出
△一工乓〔一
·
,一“
· · ’〕’ ·
近似 函数多项式系数的 “ 最佳 ” 值应使上式的变分等于零 , 即
乙△二
式 给出一组线性代数方程组 , 由此可确定多项式系数
。
确定 ‘ ,
应该指出 , 由于剪应力分布形态依赖于叠层板铺层预序 。
层结构不 同而不 同 , 不可能给出一个 “ 普适 ” 权 函数 。
已知权函数 , 可按〔 的 方 法
所 以多项式的函数形式也因叠
四 、 确定横向剪切刚度的能量法
上节根据剪应力分布拟合了权函数 , 由于它近似代表应力分布曲线 , 用此法确定 , ,
必然带来一定误差
。
现在 , 我们讨论另一种计算 , 的方法 —能数法
。
, 对于整个叠层板 , 横向剪切应变能为
。
一奋 ‘
期 为叠融在一酗瞰触睬度
, 。一 。公
。 ·为剪贻力
,
可由下式计 算
第
」
期 张双寅 十字叠层 板横向剪切 刚度的计算方法
飞
一工几⋯
·
将式 代入上式 , 分层积分再求和可得 、
。
将各层的剪切应变能相加也可求得整个层板的应变能 , 即
一割 合冲 ’
· ·
其中 夸 为第 层 的剪切柔度 对于 。 层 类 。 。 , 对于
’ 层 类 。
令式 与式 相等 , 得
比 产 另 下
‘ 一层 于考‘ ’
· “· 一 万 ‘ 二“ ·
五
、
算 例
本文计算了〔 〕。与〔 ‘ 〕这两类浦层截然万 同的碳 环氧叠层板的剪切刚度 。
权函数法计算结果
由式 两种层板在悬 臂 弯 曲 时
二 的分布 , 如图 所示 图中的应 力 值
为无量纲值 , 在作正则化处理时使之按剪
切合力等效原则得到的截面形状因子等于
。
于是 , 按着公式 与公式
的方法 确定了权函数
。
对 〔 。〕 , 层板 ,
权函数为
、
。
。 亏
。
。
, 丁
、 匕
图 两种叠层 板横向剪应力分布
〔 〕 。 , 〔 〕
· 一。
·
卜 。
·
瞥
“ 一
·
架
‘ “ · 奢
“
, ‘
,
孟 “ 中上角表示对称 对于〔 。‘ 〕层板 , 权函数为
一 卜 。川 一
· 。 奢 。
· 。 守
“ 一“ · 。 ‘ 瓷
“ 。· 。 ‘ 咎
‘
上角 ” 表示非对称 。
已知权函数之后就可按照 〔 〕的方法确定横向剪切刚度 对于十字叠层板 , 剪切合力与 剪 应
变之 间关系为
·
火 ,
一 。 丫二
·
气 、 , ,
一
了
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对于各单层 , 剪应力与剪应变之间的关系为
二 、二 了一 。 、, 、
将权函数乘上式 , 代入如下积分式 ,
、
一丁斗⋯
·与 一 二 一 ·
再与式 比较 , 就可确定 ‘
对于图 所示之对称叠层板 , 将式 乘上 里’ , 沿厚度积分可得〔 〕 层 板
的 , , 对于图 所示之非对称叠层板 , 则将式 乘上 ’ 再积分 , 可术〔 ‘ ‘ 〕
层板的 , ,
此外 , 也对图 所示的两类层板的剪应力分布用权函数 作了计算 , 与权函数 。
的结果作了对比 , 见表
。
表 中以 为权函数的计算公式为公式 , 而 以 为权
函数的计算公式太繁 , 这里从略
由表中数据可见 , 对于〔。 。〕 这类对称叠层结构 , 两种权函数所得结 果 接 近 对 于
‘ 〕这类非对称叠层结构 , 二者差别显著 , 不容忽视
。
裹 用两种权函嫩计算的剪切刚度系橄
铺层结构 刚度系数
, 网 口 口口曰 ‘ 喊映 目 侧 ,
〔 〕 。
‘
〔 盛 〕
〔 〕
〔 落 。 〕
五 。 。 〕
罗’
〔 飞 〔 。 〕
〔 。 〕
又 一 , 〕
、〔 引 了 〕
挂 法的计算结果
由式 看出 , 此法可得出叠层板的剪切柔度 ‘与各层剪切柔度 怡, 之间的关系
。
算
法有二 其一是用数据积分法 , 利用图 所示之应力分布求 , 的计算式 其二为直接利用
公式 进行计算
。
二者实质上是等 同的 。
碳 环氧复合材料的特性常数为
, , , , , 二
, 由此算得各单层刚度系数为
口专 口
母生 口
口套
已。八匕护白
廿
、
应该说明 , 对于
。
层和
。
层 , 口专, 与 口鉴互易其值 按照文〔 〕的公式计算了〔 ‘ 〕和 〔 ’户
矩阵,
对于〔 〕‘ 对称层板
张双寅 十字叠层板横向剪切 刚度的计算方法
、护
,
二
对于〔 ‘ ‘
云。
二 , 并且 ,
。
·
’ , 一 。
· 。
一 。
· 。 , ·
非对称情况 。
二
一八曰
以
一、
、
一
、门
玉,
、、、护
,
,
咨。
,
一 ,
一 ,
,
将式 到 了 的数值代入式
果
对于对称叠层被
再利用式 , 得如下结
, 、
·
讨森
一 。· ‘
︸一
一拍从
、畏一 。
以
对于非对称情况
。 。一 。 下琴 一 。 。
以 。
“ 、 , 。斗一 。 。
,
分一
叼 。
已经说明 一升可见能 ”法得出层合板剪切 度与各单层柔度之间的关系式
, 与权函 数
法不 同 。
六 、 结 论
本文提出采用接近真实应力分布的权 函数计算横向剪 切刚度系数 。 , 由于考虑了
应力分布的非对称性 , 比文 〔 〕抛物线权函数要好
。
研究了计算 , 的能量法
。
此法未采用层板变形的 “ 平截面 ” 假设 , 即放弃了式
与 中所包含的层合板和各
一
单层都有相同剪应变这一假定 , 可 以得出更好的结果 因为
“ 平截面 ” 假设在这里是一个粗糙的假设 , 影响结果的精确性
在修改本文时参阅了文 〔 〕的工作 , 本文能量法的思想与它有共同之处 。 但文 〔 〕公
式〔 〕不精确 。 它仅适用于层合梁情况 对于板不够精确
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